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В данной работе используется метод расчёта η-разложения в модели скалярного поля
со взаимодействием φ3 в трёхмерном евклидовом пространстве, основанный на уравнениях
конформного бутстрапа. Как известно, существует техника ε-разложения, которая позволя-
ет найти критический индекс в виде ряда по степеням ε отклонения размерности простран-
ства от логарифмической. Однако для теории φ3 логарифмическая размерность равна 6,
а данный ряд по ε имеет очень малый радиус сходимости, и аналитически продолжить его
в размерность d = 3 не представляется возможным. Для решения проблемы предлагается
использовать η-разложение: в предположении, что критический индекс η — малая величина,
строится разложение в ряд по степеням η и получается некоторое приближённое уравнение
на критический индекс. Оказывается, что если рассматривать это уравнение как точное, то
устойчивого решения на η нет. Но если использовать аппроксимацию Паде, то устойчивый
корень уравнения появляется. Библиогр. 13 назв.
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The method of η-expansion calculation in the scalar ﬁeld model with φ3 interaction in a 3D
euclidian space based on conformal bootstrap equations is used in the present paper. As we
know, there is an ε-expansion technique that allows us to ﬁnd the critical exponent in the form of
a series in powers of ε, the deviation of the dimension of space from the logarithmic one. However,
the logarithmic dimension of the theory φ3 is 6, and the given series in ε have a very small radius
of convergence, so that it is not possible to extend it analytically to the dimension d = 3. To
solve the problem, we propose using the η-expansion: we construct the series in powers of critical
exponent η supposing that it is a small value and obtain some approximate equation for η. If we
consider this equation as precise, then it proves that there is no sustainable solution. But using
the Pade´ approximant we receive a stable root of equation. Refs 13.
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Введение. Одной из основных задач теории критического поведения является рас-
чёт критических индексов. Весьма эффективными для её решения оказались уравне-
ния ренормгруппы. По ним для критических индексов оказалось возможным построить
ε-разложения, т. е. степенные ряды по отклонению ε размерности пространства от лога-
рифмической. Для описания поведения системы в критической точке кроме уравнений
© Санкт-Петербургский государственный университет, 2018
32 https://doi.org/10.21638/11701/spbu04.2018.104
ренормгруппы использовались уравнения самосогласования, которые получаются в ре-
зультате отбрасывания затравочных членов в скелетных уравнениях для функций Гри-
на [1–6]. Эти уравнения применялись для построения (1/n)-разложения критических
индексов в O(n)-симметричной модели (φ2)2 и ε-разложения теории φ3. Основным пре-
имуществом этого подхода является значительное уменьшение числа диаграмм Фейн-
мана, которые нужно вычислить для решения задачи. Уравнения самосогласования
для полного пропагатора и полной тройной вершины являются основой метода кон-
формного бутстрапа, который использовался для расчёта (1/n3)-поправки для индекса
η в модели (φ2)2 [6] и ε3- и ε4-поправок в модели φ3 [7, 8]. В настоящей работе мы
предлагаем использовать метод конформного бутстрапа для построения η-разложения
в модели φ3.
Метод конформного бутстрапа для теории φ3. Мы исследуем простейшую
квантовополевую модель φ3 скалярного поля в евклидовом пространстве размерности
d = 3 с лагранжианом
L =
1
2
φKφ + λ
3!
φ3.
Как известно, в обычной теории φ3 логарифмической размерностью пространства
является d = 6. Мы хотим видоизменить модель так, чтобы размерность d = 3 была
логарифмической. Константа связи должна быть безразмерна: Δλ = 0. Отсюда следует,
что 3Δφ = 3 и размерность поля Δφ = 1. Для размерности оператора K получаем
уравнение: ΔK + 2Δφ = 3, откуда следует, что ΔK = 1, т. е. затравочный пропагатор
в импульсном представлении имеет вид
Δ(k) ∼ 1
k
,
а в координатном представлении
Δ(x) ∼ 1
x2
.
Предположим, что полный пропагатор имеет вид
D(x) =
A
x2α
, α = 1 +
η
2
.
Задача данной работы — построить η-разложение и получить уравнение на η.
Система уравнений конформного бутстрапа имеет вид{
V (α, u;ω)|ω=0 = 1
2p(α) = uS(α)∂V (α,u;ω)∂ω
∣∣∣
ω=0
, (∗)
где
p(α) = π−dH(α− d/2, d/2− α), S(α) = π2d H(α,α,α, a, a, a, d/2 + a− α)
Γ (d/2)
,
H(z) = Γ(z′)/Γ(z), z′ = d/2− z, H(z1, z2, . . .) = H(z1)H(z2) . . . ,
а функция V (α, u;ω) определяется следующим образом:
ω 



+
1
2
ω 









+ . . . = V (α, u;ω)ω  .
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Здесь кружочек — вершинная функция, а кружок со значком ω — регуляризованная
вершинная функция:
 = α 

α
α
a
a
a
ω  = α+ 2ω 

α
α
a + ω .
a− ω
a− ω
Линия с индексом z
 z
x1 x2
=
1
(x1 − x2)2z .
Пропагаторная функция имеет вид:
D(x1, x2) =
A
(x1 − x2)2α ,
Вершинная функция имеет вид:
Γ(x1, x2, x3) =
C
(x1 − x2)2a(x1 − x3)2a(x2 − x3)2a ,
индекс a определяется из условия уникальности всех вершин интегрирования:
2a + α = d,
u = C2A3 — ренорм-инвариантная комбинация амплитуд.
В левой части уравнении для V в первой диаграмме три вершины и три линии,
т. е. она пропорциональна C3A3. А в правой части функция V умножается на вершину,
которая пропорциональна C. Таким образом, в главном приближении V пропорцио-
нально C2A3 = u. Нетрудно убедиться, что вклад второй диаграммы в функцию V
пропорционален u2 и т. д.
Найдём сначала критический индекс η в однопетлевом приближении:
V (α, u;ω) ω  = ω 



.
Обозначим вклад данной диаграммы через γ1:
V = γ1u + . . . .
Имеются три основных формулы расчёта безмассовых диаграмм:
1) петля:
  =  z1
z2
z1 + z2 ;
2) цепочка:
  z1 z2 = πd/2H(z1, z2, d− z1 − z2)  z1 + z2 − d/2 ;
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3) уникальная тройная вершина:
 



z1 z2
z3
= πd/2H(z1, z2, z3)  






z′1z
′
2
z′3
, z1 + z2 + z3 = d.
В диаграмме γ1 все вершины интегрирования уникальны, и путём преобразования
инверсии она сводится к следующей диаграмме:
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Пояснение: первый шаг — преобразование инверсии с базой в верхней внешней вер-
шине, второй шаг — интегрирование двухвостой диаграммы (сведение её к линии),
третий шаг — снова преобразование инверсии с базой в верхней вершине.
Вычисление γ1:
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.
Обозначим вынесенный множитель через Ψ(α;ω):
Ψ(α;ω) ≡ πdH(α,α, a + ω, a + α′ − ω),
а оставшийся граф обозначим γ′1:
γ1 = Ψγ′1.
Тогда
γ1|ω=0 = Ψ|ω=0 γ′1|ω=0,
∂γ1
∂ω
∣∣∣∣
ω=0
=
∂Ψ
∂ω
∣∣∣∣
ω=0
γ′1|ω=0 + Ψ|ω=0
∂γ′1
∂ω
∣∣∣∣
ω=0
.
Функция Ψ содержит множитель Γ(α− a + ω), который ведёт себя как
1
3η/4 + ω
+ . . . ,
Вестник СПбГУ. Физика и химия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 1 35
а остальные множители регулярны при η = 0 и ω = 0. Поэтому оказывается, что при
дифференцировании по ω увеличивается на порядок сингулярность:
Ψ|ω=0 ∼ 1
η
;
∂Ψ
∂ω
∣∣∣∣
ω=0
∼ 1
η2
.
Диаграмма γ′1 имеет полюс второго порядка по η, и при дифференцировании по
ω не увеличивается сингулярность. Чтобы найти однопетлевое приближение, нужно
вычислить γ1 в главном порядке по η. Для этого достаточно найти главной вклад γ′1|ω=0
по η.
В диаграмме γ′1 расходятся левый и правый треугольники (с индексами a на сто-
ронах), и для вычисления главного сингулярного вклада достаточно концы верхней
линии перенести к другим вершинам этих сингулярных треугольников:
γ′1|ω=0 =
   

 	
	
	
	
 
	
	
	
	 



αa a
a aa a
α− a
→
   

 	
	
	
	
 
	
	
	
	 



α− a
αa a
a aa a =
= π6H(a, a,α)2H(a + α′, a + α′, 2α− a, a′).
Получается, что
γ′1|ω=0 =
16π64π3
9πη2
+ O
(
1
η
)
,
и для вклада диаграммы γ1 выражение следующее:
γ1|ω=0 = 512π
12
27η3
+ O
(
1
η2
)
,
∂γ1
∂ω
∣∣∣∣
ω=0
= −2048π
12
81η4
+ O
(
1
η3
)
.
Рассмотрим первое уравнение бутстрапа:
V |ω=0 = 1.
В главном приближении V = γ1u, а γ1|ω=0 в ведущем порядке по η пропорционально
1/η3. Следовательно, ренорм-инвариантная амплитуда u в главном приближении ведёт
себя как η3. Поэтому мы ищем u в виде u = u3η3+. . . После решения первого уравнения
бутстрапа получаем
u3 =
27
512π12
,
т. е.
u =
27
512π12
η3 + O(η4).
Рассмотрим второе уравнение бутстрапа:
2p(α) = uS(α)
∂V (α, u;ω)
∂ω
∣∣∣∣
ω=0
.
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Подставляя найденное u, получаем
∂V
∂ω
∣∣∣∣
ω=0
= − 4
3η
+ O(1).
Раскладывая левую и правую части второго уравнения бутстрапа до линейного по η
вклада, мы получаем линейное уравнение на η:
− 1
π4
+
3
2π4
η = − 3
8π4
η,
откуда находим η = 815 = 0,5333.
Теперь найдём η в двух- и трёхпетлевом приближениях. В двухпетлевом нам нуж-
но учесть две диаграммы для V : они обе вычисляются с нужной точностью уже из-
вестными методами расчёта безмассовых диаграмм [3, 9–13]. На критический индекс
получается квадратное уравнение:
−27 + 840π− 32π
3
384π5
η2 +
15
8π4
η− 1
π4
= 0,
которое имеет только комплексные корни:
η1 = − i(−720iπ+
√
41472π+ 771840π2− 49152π4)
−54− 1680π+ 64π3 ≈ 0,6757 + 0,5140i,
η2 = − i(720iπ+
√
41472π+ 771840π2 − 49152π4)
−54− 1680π+ 64π3 ≈ 0,6757− 0,5140i.
Это означает, что на самом деле решений нет, так как функция Грина должна быть
вещественна.
Рассмотрим трёхпетлевое приближение. Для этого потребуется вычислить следую-
щие диаграммы:
V (α, u;ω) ω  = ω 



γ1
+
1
2
ω 









γ2
+ ω 











γ31
+3 ω 















γ32
.
Все диаграммы, кроме последней, вычислены аналитически с требуемой точностью
путём использования уже известных методов расчёта [3, 9–13]. Последнюю же диа-
грамму γ32 удалось сосчитать только численно. На критический индекс η получилось
кубическое уравнение
− 1
π4
+
3
2π4
η+
π2 − 6
12π4
η2 − 1
8π2
η3 = − 3
8π4
η+
9(24 + π2)
128π4
η2 +
+
3(9(1 + 6× 0,89724)π4 + 16π2(−19 + ln 512)− 72(8 + 21ζ3))
1024π4
η3,
где ζz — дзета-функция Римана.
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Корни уравнения следующие:
η = −1,0262, η = 0,2946− 0,3464i, η = 0,2946 + 0,3464i.
Комплексные корни не годятся для расчётов. Сравним вещественный корень η =
= −1,0262 с результатом однопетлевого расчёта: там было η = 815 = 0,5333.
Мы видим, что никакого устойчивого решения нет. Ошибка заключается в том, что
мы рассматривали приближённое уравнение как точное.
Попробуем применить аппроксимацию Паде — перепишем второе уравнение систе-
мы (∗) в виде
q(η) ≡ 2p(α)− uS(α) ∂V (α, u;ω)
∂ω
∣∣∣∣
ω=0
= 0.
Функции p(α) и S(α) известны абсолютно точно, а величины u и ∂V (α,u;ω)∂ω
∣∣∣
ω=0
— толь-
ко приближённо (в виде разложения в ряд по η). Нужно найти решение уравнения
q(η) = 0.
Результат следующий: число использованных членов разложения по η для u
и ∂V (α,u;ω)∂ω
∣∣∣
ω=0
оказывается неважным. Если для q(η) использовать аппроксимации
Паде (3; 0), (2; 1), (1; 2), (0; 3) в окрестности η = −0,5, то все они с хорошей точно-
стью совпадают на интервале η ∈ (−1; 0,5) и пересекают ось абсцисс при η ≈ 0,35.
Таким образом, можно предположить, что η ≈ 0,35 является решением задачи.
Заключение. Преимуществом метода конформного бутстрапа по сравнению с ме-
тодом ренормгруппы является значительное сокращение числа диаграмм Фейнмана.
Он был успешно применён для расчёта четырёхпетлевой поправки критического ин-
декса η теории φ3 в рамках ε-разложения [8].
Однако этот метод имеет недостатки: он пригоден только для моделей с гарантийной
конформной инвариантностью в критическом режиме и только с тройными затравоч-
ными вершинами. Хотя метод конформного бутстрапа был использован для построения
1/n-разложения теории φ4 [6], применить его для ε-разложения не удалось.
В дальнейшем планируется найти критический индекс η теории φ3 в произвольной
размерности, не предполагая его малым.
Хотелось бы усовершенствовать метод конформного бутстрапа и использовать его
для теории φ3 непосредственно в логарифмической размерности (d = 6), где конформ-
ная инвариантность заведомо нарушается. Планируется также применить этот метод
к теории Янга — Миллса и извлечь инфракрасную асимптотику пропагатора, где экс-
периментально наблюдается конфайнмент (проблема невылетания кварков).
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